
 

 

 

 

 

 

 

 

ここに数式を入力します。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

東京工業大学൫前൯𝟐𝟎𝟎𝟒年第𝟒問 

0 < 𝑟 < 1 とする。空間において、点(0, 0, 0)を中心とする半径𝑟の球と点(1, 0, 0)を中心とする半径ඥ1 − rଶの 

球との共通部分の体積を V(𝑟)とする。次の問いに答えよ。 

(1) V(𝑟) を求めよ。 

(2) 𝑟が 0 < 𝑟 < 1 の範囲を動くとき、V(𝑟)を最大にする𝑟の値および V(𝑟)の最大値を求めよ。 

東京工業大学൫理・前൯𝟐𝟎𝟎𝟒年第𝟒問 

（回答） 

(1) 𝑥軸を含むいかなる平面においても、 

題意の 2 つの球の切り口は同じであり、 

共通部分も同一の形である。 

V(𝑟)は図の斜線部分 

൫𝑥ଶ + 𝑦ଶ ≤ 𝑟ଶ, (𝑥 − 1)ଶ + 𝑦ଶ ≤ 1 − 𝑟ଶの共通部分 ൯ 

を𝑥軸のまわりに 1 回転させてできる立体の体積に等しい。 

V(𝑟) = 𝜋 න (𝑟ଶ − 𝑥ଶ)
௥

௥మ

𝑑𝑥 + 𝜋 න {1 − 𝑟ଶ − (𝑥 − 1)ଶ}
௥మ

ଵି√ଵି௥మ

𝑑𝑥

= 𝜋 ൝ቈ𝑟ଶ𝑥 −
𝑥ଷ

3
቉

௥మ

௥

+ ൤𝑥 − 𝑟ଶ𝑥 −
1

3
(𝑥 − 1)ଷ൨

ଵି√ଵି௥మ

௥మ

ൡ

= 𝜋 ቊ𝑟ଷ −
𝑟ଷ

3
− 𝑟ସ +

𝑟଺

3
+ 𝑟ଶ − 𝑟ସ −

1

3
(𝑟ଶ − 1)ଷ − 1 + ඥ1 − 𝑟ଶ + 𝑟ଶ ቀ1 − ඥ1 − 𝑟ଶቁ −

1

3
(1 − 𝑟ଶ)ඥ1 − 𝑟ଶቋ

=
𝜋

3
൜−3𝑟ସ + 2𝑟ଷ + 3𝑟ଶ − 2 + 2(1 − 𝑟ଶ)

ଷ
ଶ ൠ 

(2) 𝑉ᇱ(𝑟) =
𝜋

3
൜−12𝑟ଷ + 6𝑟ଶ + 6𝑟 + 2 ⋅

3

2
⋅ ඥ1 − 𝑟ଶ(−2𝑟)ൠ = 2𝜋𝑟 ቄ−2𝑟ଶ + 𝑟 + 1 − ඥ1 − 𝑟ଶቅ

= 2𝜋𝑟 ⋅
(−2𝑟ଶ + 𝑟 + 1)ଶ − (1 − 𝑟ଶ)

−2𝑟ଶ + 𝑟 + 1 + √1 − 𝑟ଶ
= 4𝜋𝑟ଶ ⋅

(𝑟 − 1)൫√2𝑟 + 1൯൫√2𝑟 − 1൯

−2 ቀ𝑟 −
1
4ቁ

ଶ

+
7
8

+ √1 − 𝑟ଶ

 

𝑟 (0)  1/√2  (1) 

𝑉ᇱ(𝑟)  + 0 −  

𝑉(𝑟)  ↗  ↘  

増減表より、𝑟 =
1

√2
のとき V(𝑟)は最大値をとり、その値は、

π

3
൬−

3

4
+

1

√2
+

3

2
− 2 +

1

√2
൰ =

𝜋

3
൬−

5

4
+ √2൰ 

（解説） 

共通部分ということで切り口を考えたくなりますが、本問はそれでは非常につらいです。 

冒頭の説明の通り回転体として考えます。それ以降は基礎的ですが、(1)(2)とも相当な計算量です。 

完答者はほとんどいなかったのではないかと思います。 

設定は良問ですが、2 つの半径の与え方が違えば計算量が抑えられたかと思いますが、 

手を付けられる問題が他になかったら、頑張って計算してみる程度でいいでしょう。 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

東京大学൫理・前൯𝟐𝟎𝟎𝟒年第𝟓問 

𝑟を正の実数とする。𝑥𝑦𝑧空間内の原点 O(0,0,0)を中心とする半径 1 の球を𝐴、点 P(𝑟, 0,0)を中心とする 

半径 1 の球を𝐵とする。球𝐴と球𝐵の和集合の体積を𝑉とする。ただし、球𝐴と球𝐵の和集合とは、 

球𝐴または球𝐵の少なくとも一方に含まれる点全体よりなる立体のことである。 

(1) 𝑉を𝑟の関数として表し、そのグラフの概形をかけ。 

(2) 𝑉 = 8 となるとき、𝑟の値はいくらか。四捨五入して少数第 1 位まで求めよ。 

注意：円周率𝜋は、3.14 < 𝜋 < 3.15 を満たす。 

東京大学൫理・前൯𝟐𝟎𝟎𝟒年第𝟓問 

（回答） 

(𝑖) 𝑟 > 2 のとき、2 つの球は共通部分持たないことから𝑉は 2 つの球の体積の和であり、𝑉 =
8𝜋

3
  

(𝑖𝑖) 0 < 𝑟 ≤ 2 のとき、 

球𝐴と球𝐵は共通部分を持つ。 

対称性から右図の斜線部分を𝑥軸のまわりに 1 回転させて 

できる立体の体積の 2 倍が𝑉であるので、 

𝑉 = 2𝜋 න (1 − 𝑦ଶ)𝑑𝑦

௥
ଶ

ିଵ

= ቈ𝑦 −
𝑦ଷ

3
቉

ିଵ

௥
ଶ

= 𝜋 ቆ−
𝑟ଷ

12
+ 𝑟 +

4

3
ቇ 

𝑉ᇱ = 𝜋 ቆ−
𝑟ଶ

4
+ 1ቇ = −𝜋 ቀ

𝑟

2
+ 1ቁ ቀ

𝑟

2
− 1ቁ ≥ 0 

𝑉ᇱᇱ = 𝜋 ቀ−
𝑟

2
ቁ < 0 

以上より、グラフの概形は右図の通り。 

(2) 
8π

3
>

8

3
⋅ 3.14 > 8.3、また𝑟 = 1 のとき、𝑉 =

9

4
𝜋 <

9

4
⋅ 3.15 < 7.1 

求める𝑟は、1 < 𝑟 < 2 

𝑟 = 1.5 のとき、V =
245

96
𝜋 > 8.01 

𝑟 = 1.4 のとき、V < 7.9 

𝑟 = 1.45 のとき、V > 7.9 

以上より、求める r の値は、1.5 

 

（解説） 

球の重なりを考える問題です。難関大ではそれなりに出題されますが、慣れていないとその場で対応は、 

難しいでしょう。演習しておくべきです。(2)は正直、あまり好きではありません。(1)だけで十分？ 

𝑟の値を徐々に絞り込んでいき、1.45 より大きく 1.5 より小さいというところまで行ければ終了です。 

とはいえ、この桁の計算を繰り返させるのは、いかがなものか。 

 


